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� � 摘 � 要: � 为了解决时域有限差分算法( FDTD)和伪谱时域算法 ( PSTD)稳定性方面的不足, 本文提出了一种基于

超时间步( STS)的多区域伪谱时域算法( STS�MPSTD) . 该算法不仅具有传统的多区域伪谱时域算法分析任意曲边形体
问题时的精确性和灵活性, 而且在维持显式时间积分的简单性和精确性的同时也让它不受稳定性条件的约束.最后文

中给出的数值实例结果与解析结果完全吻合,这充分证明了该算法具有高的精度和良好的稳定性.
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Abstract: � A new time domain algorithm which combines Super�T ime�Stepping ( STS) method and the multi�domain pseu�
dospectral time domain ( PSTD) algorithm is presented. This algorithm not only maintains accuracy and flexibility of PSTD for an accu�

rate treatment of arbitrarily curved objects but also frees the explicit time integration scheme from the stability restriction, rendering it

as usable as any implicit time integration scheme. Some numerical ex amples are g iven to illustrate the accuracy and stability of the pro�

posed approach.
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1 � 引言

� � 时域有限差分方法[ 1] ( FDTD)一直以来被广泛应用于复

杂环境电磁波的传播、散射和辐射问题的研究中. 尽管它具

有算法简单、适用范围广等诸多优点, 但是众所周知该方法

只有二阶的空间和时间精度,而且为了保证能够求得具有一

定精度的解, 就必须要求采样点密度达到每最小波长 10 到

20 个采样点,更重要的是由于 FDTD 方法使用中心差分来显

式实现时间和空间的导数,因此该方法存在 CFL[ 2]稳定性的

问题.

改进FDTD的精度和效率一直是一个活跃的研究课题.

在大量的研究当中,高阶方法和谱域方法[ 3,4]作为一种高效

稳定的计算方法越来越引起人们的注意. 最近伪谱时域算法

( PSTD)被提出并且被证明大大优于 FDTD 方法. 傅立叶伪谱

时域算法[ 5]最先被Q H Liu 引入到电磁学中, 它采用快速傅

立叶变换( FFT )来实现空间导数, 其仅仅要求每最小波长 2

个采样点.切比雪夫伪谱时域算法[ 6~ 10]采用切比雪夫选配方

法实现空间导数. 虽然它要求每最小波长 �个采样点, 但是

它对于不连续媒质可以达到谱域精度.为了能够有效地求解

具有复杂物体形状和多种媒质的物理问题, 多区域伪谱时域

算法[6~ 10]也被应用到电磁学中来. 多域伪谱时域方法的核心

在于将整个计算区域分解成一些共形于复杂几何形状的小

的计算区域,类似于传统的伪谱时域算法在每一个子区域用

多项式近似场量,而在子区域之间通过传递信息的方式来实

现整个区域的计算.但是由于传统的伪谱时域算法采用显式

的时间积分,因此该算法也受到 CFL的稳定性条件的限制.

为了克服上述在稳定性方面所存在的问题, Alternating

Direction Implicit ( ADI) [ 11~ 14]技术被最先引入到 FDTD的算法

中. 后来分裂步 ( SS) [ 15] 方法也被应用于 FDTD 的分析中.

Zhao[ 16]分别将SS方法和 ADI 方法与 PSTD 算法相结合, 来解

决CFL的稳定性的问题. 但是很显然ADI 方法和SS 方法都是

采用隐式时间积分,这样在算法实施上就会带来一定的复杂

性.本文将超时间步 ( STS) [17, 18]方法与多区域 PSTD 算法相

结合来处理 CFL 稳定性问题. 从概念上讲, STS 方法属于

Runge�Kutta�Chebyshev方法[ 19,20] , 它在加速双曲系统的显式时

间积分方面是一种非常简单有效的方法. 本文首先介绍与多

区域伪谱时域算法相关的一些重要的技术, 然后详细描述一

些显式时间积分策略和超时间步的原理. 最后本文给出了一

些数值实例验证了基于超时间步的多区域 PSTD算法的正确
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性和稳定性.

2 � 基于超时间步的多区域伪谱时域算法

2�1 � 曲线形式的MAXWELL方程

考虑一个无源的、各向同性、导电的不均匀媒质, 其介电

常数、磁导率和电导率分别为 �、 和!. 对于 2�D TM z 极化的

MAXWELL 方程其形式为:

∀q
∀t
+ A ∀q

∀x
+ B ∀q

∀y
+ Cq= 0 (1)

式中, q= H x H y E z
T

A =
0 0 0

0 0 - 1/  

0 - 1/ � 0

B =
0 0 1/  

0 0 0

1/ � 0 0

C=

0 0 0

0 0 0

0 0 !/�

(2)

其中 �、 和!均为坐标( x , y )的函数.

在实际的问题中往往包括各种复杂形状的物体和各种

不同的媒质, 因此对整个计算区域进行求解往往是很困难

的.为了简化复杂问题的计算, 我们根据复杂物体的形状和

媒质的空间分布把整个计算区域分解为一些相对简单的且

不重叠的计算区域,从而把对复杂计算区域的求解变换为求

解一些相对简单的计算区域. 在每个简单的计算区域中, 为

了使用切比雪夫多项式近似电磁场量,我们必须采用坐标变

换把每个在坐标( x , y )下具有曲边界的四边形区域映射成在

坐标( #, ∃)下的一个单位的正方形区域, 即 [ - 1, 1] ! [ - 1,

1] , 如图 1所示.

我们引入一般的坐标变换关系

#= #( x , y ) , ∃= ∃( x , y ) (3)

则方程(1)变为

∀q
∀t
+ A

∀q
∀#
+ B

∀q
∀∃
+ Cq= 0 (4)

其中

A=

0 0 #y/  

0 0 - #x /  

#y / � - #x /� 0

B=

0 0 ∃y/  

0 0 - ∃x /  

∃y / � - ∃x/ � 0

(5)

且 #x=
∀#
∀x

, #y=
∀#
∀y

, ∃x=
∀∃
∀x

, ∃y=
∀∃
∀y

.

将坐标系( x , y )下的任意四边形映射成为坐标系 ( #, ∃)

下的单位正方形之后, 我们就可以精确地求解场矢量 q ( #,

∃)关于空间坐标的导数. 我们采用 Chebyshev 选配方法, 选取

Chebyshev�Gauss�Lobatto点作为选配点来求解式 ( 4) , 使得式

(4)在选配的意义上成立, 即式( 4)在选配点上被满足.而从一

维情况扩展到多维情况可以通过张量积的概念加以实现. 关

于 Chebyshev 选配方法请详见参考文献[ 9] .

2� 2� 子区域间信息传递
前面的内容实现了每一个子区域中的空间导数的计算.

然而更新后的电磁场一般不满足在子区域间交界面上的边

界条件.因此为了得到最终的整个计算区域的解, 我们就必

须把各个子区域联系起来, 在它们之间建立一种信息传递的

方式.在一般情况下, 子区域间的交界面分为两种情况: 两个

相邻的子区域具有相同的媒质特性;两个相邻的子区域具有

不同的媒质特性. 对于双曲方程系统式( 4)而言, 一种精确、

有效的信息传递方式就是特征变量法结合物理边界条

件[ 6~ 9] ,但是特征变量法比较复杂不容易实现. 在本文中, 我

们针对处理的问题采用物理边界条件实现子区域间的信息

传递方式.

在两个相邻的子区域的交界面上, 物理边界条件要求电

磁场的切向分量连续,即

Et
( 1) = Et

( 2)

Ht
( 1) = Ht

( 2)
(6)

式中上标(1)和(2)分别代表两个相邻的子区域, 下标 t 表示

交界面处的切向场分量. 首先我们提取切向场分量和法向场

分量为

Et
( 1) = E( 1)∀ t̂

Ht
( 1) = H( 1)∀ t̂

Et
( 2)= E( 2)∀ t̂

Ht
( 2)= H( 2)∀ t̂

(7)

En
( 1)= E (1)∀ n̂

Hn
( 1)= H( 1)∀ n̂

En
( 2)= E (2)∀ n̂

Hn
( 2)= H( 2)∀ n̂

(8)

其中 n̂ 是交界面处的法向单位矢量, t̂ 是交界面处的切向单

位矢量.我们要求切向场分量连续可得

( E (1)
t , E( 2)

t )  1
2

( E ( 1)
t , E (2)

t )

( H (1)
t , H( 2)

t )  1
2

( H ( 1)
t , H( 2)

t )

(9)

而对于法向场分量我们保持不变.

2� 3� 超时间步方法

对于双曲系统式(4) ,经典的显式时间积分方法包括 For�
ward Euler方法, Runge�Kutta方法等. 在本文中, 我们采用 For�
ward Euler方法和 Runge�Kutta方法作为两种显式时间积分方

法进行比较.我们首先将式( 4)写为

∀q
∀t
= p ( t, q ) (10)

其中 p ( t , q) = - A
∀q
∀#
- B

∀q
∀∃
- Cq (11)

定义 qn= q ( tn ) , tn = n%t 其中 %t 是时间步间隔. 对于 For�
ward Euler方法, 我们有

qn+ 1= qn+ %tp ( tn , qn ) , n= 0, 1, 2, # (12)

对于 2N 存储, M 步K 阶 Runge�Kutta方法可表示为

u0= q n

! j ∃ [ 1, M]
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� �
kj = ajkj - 1+ % tp ( ( n+ c j)% t, u j- 1)

uj= uj- 1+ bjkj

qn + 1= uM (13)

其中常数 aj , bj , cj 被求解来确定所采用 Runge�Kutta 方法的

阶数.对于 2 步二阶 Runge�Kutta方法和 5 步四阶 Runge�Kutta
方法的具体参数可参考文献[ 9] .

下面我们详细地介绍超时间步方法的原理.首先我们选

择一个整数 N , 我们对每个时间步的稳定性不作要求, 而是

要在一个超时间步 %T 后要求稳定. 超时间步 %T 是由N 个

子时间步&1 , &2, #, &N 所组成. 值得注意的是这些子时间步

都可以显式地给出以保证每个超时间步后的稳定性, 同时也

要使超时间步的间隔 %T= %
N

i= 1

&i 达到最大.由于修改的切比

雪夫多项式的最优的特性,这些子时间步可以被写为

&i= %t (- 1+ v) cos
2i- 1

N
�
2

+ 1+ v
- 1

, i = 1, 2, #, N

(14)

式中 v 是(0, 1)的某个数. 当 v & 0 时超时间步 %T 的时间间

隔变为

%T= %
N

i= 1

&i & N 2% t, � v& 0 (15)

将这个超时间步的时间间隔与 N 个显式的时间间隔N% t 比

较,我们发现前者是后者的 N 倍, 也就是说同样执行 N 次子

时间步,超时间步方法会比简单的执行 N 个显式的时间间隔

快N 倍. 对于每个具体的 N , 超时间步对于足够大的 v 是稳

定的. v 越大, 超时间步 %T 就越短.超时间步的间隔 %T 受

N , v 和% t 的影响.图 2 显示了超时间步的间隔 %T 随N 和 v

的变化趋势.

超时间步方法能够很容易的与显式时间积分方法合并在一

起形成一个有效的时间积分算法. 我们在通常的方式下选择

显式时间间隔% t, 即% t 满足CFL稳定性条件. 我们并不执行

显式时间间隔 %t, 而是选择 N 和 v ,然后执行 N 个子时间间

隔,在一个超时间步的时间间隔 &1, &2, # , &N , 执行结束后输

出结果.

3 � 数值结果

� � 作为我们的第一个数值例子, 我们考虑在自由空间中一

个无限长理想导体圆柱的平面波散射问题. 2�D的计算区域

被分解成一些不相互交叠的曲边四边形. 最外层区域是 PML

子区域如图 3( a )所示. 所有的子区域的选配点都是 Cheby�
shev�Gauss�Lobatt点, 每个子区域都有 16 ! 16 个网格点如图 3

( b )所示. 一个平面波沿着 x 轴入射到理想导体圆柱上. 平面

波的时间函数选为 Blackman�Harris 窗函数[5] ,其表达式为

f ( t) =
- %

3

n= 1

n�
T

ansin
2n�t

T
, 0< t < T

0, 其他

(16)

式中 a1= - 0. 488, a2= 0. 145, a3= - 0. 01022222. 理想导体圆

柱的半径为 2m,观察点位于( - 2. 1036, - 2. 1036) m . 在计算

中我们采用 2步 ,二阶 Runge�Kutta显式时间积分,且 N= 5, v

= 0. 5, % t= 1ps. 从图 3( c)中可以看到基于超时间步的多区

域伪谱时域算法的结果与解析结果吻合的很好, 从而显示了

该方法的有效性和精确性.

下面我们讨论本文所提出的 STS�MPSTD 算法的稳定性
的问题 .若采用 5 步, 四阶 Runge�Kutta 方法作为时间积分方

法,则显式时间间隔 % t 需要满足的条件为

% ∋ CFL min
∋

� | ( | - 1 (17)

其中 � 是由于媒质而被修正的局部光速,且

( =
| %#|
%#i

+
| %∃|
%∃j

(18)

这里|∀ |为矢量分量的绝对值, 而(%#, %∃j )为局部网格的尺

寸.因此 ( 是由于映射而产生的网格畸变的一种度量. 最后

图 4给出了采用 5 步, 四阶 Runge�Kutta 方法作为显式时间积
分方法数值结果的相对误差随 N 和 v 的变化情况.从图中比

较可以看出, N 的值越大,或者 v 的值越小,相对误差就会变

得越大,这是由于当 N 的值变大和 v 的值变小都会使超时间

步的时间间隔 %T 变大. 另外当显式时间间隔 %t 变大也会使
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超时间步 %T 变大, 从而使相对误差变大.尽管我们要求显式

时间间隔 % t 满足 CFL的条件, 但是从图 2 中我们可以看到

只要适当地选择 N 和 v 的值超时间步的时间间隔%T 就可以

不受 CFL 条件的限制. 根据我们的经验, 当 N ∋ 5, v (0�15
时, STS�MPSTD算法具有良好的稳定性.

4 � 结论

� � 针对时域有限差分算法和伪谱时域算法的稳定性问题,

在本文中提出了一种基于超时间步的多区域伪谱时域算法.

该算法不仅能够有效地处理具有任意形状物体和任意媒质

分布的电磁问题,而且采用超时间步方法可以放松对每一个

显式时间步的稳定性要求.此外该算法能够很容易的和显式

时间积分相结合, 而且容易编程. 数值结果被解析结果所验

证,这充分证明了该算法是一种具有高的精度和良好的稳定

性的方法.值得指出, 该算法能够容易地推广到三维情况, 可

应用于复杂环境下电磁辐射、散射和射频电路问题的分析

中.
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